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Tema 6. Formas cuadraticas reales

1. DEFINICION Y EXPRESIONES DE UNA FORMA
CUADRATICA.

DEFINICION 1.  (Forma Cuadratica) Dada una matriz simétrical, A, se denomina forma
cuadrética (F.C.) definida por la matriz a la aplicacion
Q:R" - R

X = Q(x)

que asigna a cada vector de R™ un namero real de la forma:

a, a, - &,
- a a -1 X
Q) =X"A-X =0, X)| .0 2T
Xn
aln a2n a‘nn

A esta forma de determinar la forma cuadratica se le denomina expresion matricial.

2 3
EJEMPLO 1. Dada la matriz siguiente [3 J

Determinar la forma cuadratica definida por dicha matriz y calcular la imagen de los vectores
(2,1), (-2,4) y (0,0)
La forma cuadrética de R? definida por la matriz anterior sera de la forma:
_ 2 3\ (X

exn=¢ n( 2)6)
Para calcular la imagen de los vectores Unicamente sustituiremos los valores dados y
realizaremos la multiplicacion de las tres matrices:

_ 2 3\(2\_ 2\ _
een=c (G )(E)=0 n()=19
_ 2 3\(—2\_ -2\ _

=24 =(-2 4 (3 —1)( 4 ) =8 _10)( 4 ) =56

wn=0 0 >)O)=0 o()=o0

1 Recodemos la definicion 5 del “Tema 0. Matrices”; Se denominan matrices simétricas a las matrices que

o T . -
coinciden con su traspuesta, A=A es decir, son aquellas que verifican que aij = aji ,
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

Teniendo en cuenta la expresion matricial de una forma cuadratica y realizando el producto de
las tres matrices se obtiene que la forma cuadratica puede escribirse como un polinomio
formado por la suma de monomios de grado dos. Esta expresion se denominada expresion
polinémica de la forma cuadratica:

PROPIEDAD 1. (Expresion polindmica): Dada una forma cuadrética

Q:R* - R
X ->Q()=X'AX
se verifica que:
Q(X) =Q(X1’ Xppeen Xn) = "5‘11)(12 +a22X§ +"'+2a12X1X2 +2a13X1X3 +eee
Observacion:

El cambio de la forma polinémica a la forma matricial, o viceversa, es inmediato si se tiene en

cuenta que los términos de la diagonal principal de A son los coeficientes de los términos

cuadraticos del polinomio, (xiz) y los restantes no cuadréticos (xixj ), la mitad de los términos

cruzados en la expresion polinémica.

EJEMPLO 2. Calcular la expresion polinémica de la forma cuadrética del ejemplo 1.

2 3
QY = (x, y)(3 _J[ij

Teniendo en cuenta la observacion anterior se verifica que:

- 2 — .
Coeficiente de X" es el término de la matriz a,; = 2
Coeficiente de y2 es el término de la matriz a,, =-1

Coeficiente de Xy es el doble del término de la matriz &,, =6
Por lo tanto la expresion polinémica de la forma cuadrética es

Q(x,y) =2x*—y* +6xy

Dada la siguiente forma cuadratica Q: R® - R tal que

1 4 -1)(x
Qx.y,2)=(xy,2)| 4 0 0|y
-1 0 2)(z

Calcular su expresién polinémica:

Teniendo en cuenta la relacion entre ambas expresiones se verifica que:

Q(X,Y,2) =X +2z° +8xy — 2xz
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EJEMPLO 3. Dada la siguiente forma cuadratica Q: R®* - R tal que

Q(X,Y,2) = x> =52 —xy + 4yz
Calcular su expresién matricial;
Teniendo en cuenta la relacién entre ambas expresiones se verifica que la matriz simétrica que

define a la forma cuadratica es:

1 -2 0
A=-3 0 2
0 2 -5
Por tanto la expresion matricial es:
1 -3 0)(x
Qx.y,z)=(x,y,2)|-3 0 2
0 2 -5)\z

2. CLASIFICACION DE UNA FORMA CUADRATICA.
ESTUDIO DEL SIGNO.

Lo més relevante en el estudio de las formas cuadraticas es averiguar el signo de las imagenes
de los vectores, en concreto, saber si dichas imagenes son todas del mismo signo (positivo o
negativo) o si por el contrario tienen diferente signo. Para ello realizaremos la siguiente

clasificacion de las formas cuadraticas.

DEFINICION 2.  Podemos distinguir cinco tipos diferentes de formas cuadraticas:

‘R"—— R
X——>Q(X)=X"-A-X

Dada una forma cuadratica

Diremos que:

. Q(f) es definida positiva (D.P.) cuando las imagenes de todos los vectores, excepto el

nulo, son positivas y distintas de cero
VX=0=Q(X)>0

. Q(f) es definida negativa (D.N.) cuando las imégenes de todos los vectores, excepto el

nulo, son negativas y distintas de cero
VX #0=Q(X)<0

. Q(f) es semidefinida positiva (S.D.P.) cuando las imégenes de todos los vectores,

excepto el nulo, son positivas y algunas de ellas cero

VX=0=Q(X)>0 y 3Jy=0/ Q(y)=0
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

. Q(Y) es semidefinida negativa (S.D.N.) cuando las imagenes de todos los vectores,

excepto el nulo, son negativas y algunas de ellas cero
VX=0=Q(X)<0 y 3y =0/ Q(y)=0
. Q(f) es indefinida (Ind.) cuando las imagenes de algunos vectores son positivas y la de
otros negativas.
IX=0/ Q(X)>0 y 3y=0 / Q(y)<0
Observacion:
Dado que cualquier forma cuadratica viene determinada por una matriz simétrica, la
clasificacion anterior es extensible a las matrices simétricas, es decir, que una matriz simétrica

diremos que es D.P. si la forma cuadratica que define es D.P., que una matriz simétrica

diremos que es D.N. si la forma cuadratica que define es D.N., etc., etc.

EJEMPLO 4. Estudiar el signo2 de la forma cuadrética del ejemplo 1.
2 3)\(X
Q(x,y)=(xy) =2x" +6xy -y’
3 -1)\y

Recordemos que habiamos calculado las imagenes de varios vectores®:

D=2 1) (é PG =a n(@)=19

_ 2 3\(-2\_ -2\ _
Q(~2,4) = (=2 4)(3 _1)(4)—(8 —10)(4)— 56
Hemos encontrado dos vectores tales que sus imagenes son de distinto signo, por tanto la

matriz simétrica y su forma cuadrética asociada es INDEFINIDA.

3. METODOS PARA EL ESTUDIO DEL SIGNO.

Comprobar el signo de una determinada forma cuadrdtica tanto a través de su expresion
matricial como de su expresién polindmica no es inmediato®. Por lo que existen diferentes
métodos para averiguar a que tipo pertenece una matriz simétrica o su forma cuadratica

asociada.

2 Averiguar a cual de los cinco tipos anteriores pertenece una determinada forma cuadratica se conoce
como el estudio del signo de la forma cuadratica o de la matriz simétrica

3 Observar que la imagen del vector nulo, Q(0,0)=0 no influye en la clasificacion de la forma
cuadratica ya que siempre va a ser cero.

4 En el caso de gue fuese indefinida es sencillo comprobarlo, como en el ejemplo anterior. Ahora bien,
para comprobar que es definida o semidefinida tendriamos que calcular las imagenes de todos los
infinitos vectores.
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

3.1. Estudio del signo mediante los autovalores.

El estudio del signo de una matriz diagonal o de su forma cuadréatica asociada es inmediato.

PROPIEDAD 2. Dada la forma cuadratica definida por una matriz diagonal
a, 0 - 0%
a, - 0 X,

Q)= X" A X = (X Xyre X,)

se verifica que:

Q(X) es definida positiva (D.P.) <> A, >0 Vi=1,..,n

Q(X) es definida negativa (D.N.) < A4, <0 Vi=1,...,n

Q(f) es semidefinida positiva (S.D.P.) & 4, 20 Vi=1,...,n con algun A; =0

Q(f) es semidefinida negativa (S.D.N.) < 4, <0 Vi=1,...,n con algin A; =0

Q(X) es indefinida (Ind.) <> existen A, >0y A; <0

Para el estudio del signo de una matriz simétrica cualquiera (no necesaria diagonal) podemos

apoyarnos en los siguientes conceptos y propiedades que concluiran con el enunciado del

método de autovalores®.

DEFINICION 3.  (Matrices congruentes): Dadas dos matrices simétricas A y B se dicen

gue son congruentes si existe una tercera matriz regular C tal que:

A=C'BC

PROPIEDAD 3. Dos matrices A y B congruentes definen (o representa) la misma forma

cuadratica

Consideremos una forma cuadratica Q(X)= XTAX y el cambio de variable definido por

X =CY , siendo la matriz C tal que A=C'BC

Si sustituimos en la forma cuadratica obtenemos:

Q(X)=XTAX =Y'CTACY =YTBY =Q(¥)

5 Las raices del polinomio caracteristico, si existen, son los autovalores de la matriz, es decir, las

soluciones de la ecuacién p(A) = |A—M | =0
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

Segun esta Ultima propiedad si encontrasemos una matriz diagonal congruente con una matriz
cualquiera A simétrica, el estudio del signo de la matriz A se reduciria al estudio de la matriz
diagonal congruente con ella, y éste seria inmediato aplicando la PROPIEDAD 2.

Enunciemos las siguientes propiedades

PROPIEDAD 4. La matriz diagonal formada por los autovalores de una matriz simétrica

dada es una matriz congruente con ella.
PROPIEDAD 5. Todos autovalores de cualquier matriz simétrica son reales.

PROPIEDAD 6. Toda matriz simétrica es diagonalizable.

Aplicando las propiedades anteriormente mencionadas podemos enunciar un método para el

estudio de signo de cualquier forma cuadratica®

PROPIEDAD 7. (METODOS DE LOS AUTOVALORES). Dada la forma cuadratica definida

por una matriz simétrica A

a; &, - &, X,
WY oyt _ a, &, - A,
Q(X)=X"-A- X =(X,.... X,)| . <o ‘
a, a, - a, .

se verifica que:

. Q(f) es definida positiva (D.P.) << Todos los autovalores de la matriz A son positivos y
no nulos

. Q(Y) es definida negativa (D.N.) << Todos los autovalores de la matriz A son negativos
y no nulos

. Q(Y) es semidefinida positiva (S.D.P.) << Todos los autovalores de la matriz A son
positivos y alguno de ellos nulo

. Q(f) es semidefinida negativa (S.D.N.) << Todos los autovalores de la matriz A son
negativos y alguno de ellos nulo

. Q(Y) es indefinida (Ind.) << la matriz A posee autovalores positivos y negativos.

2 3
EJEMPLO 5. Estudiar el signo de la forma cuadratica asociada a la matriz [3 1)

El polinomio caracteristico de la matriz es:

6 |as demostraciones de las estas ultimas propiedades, asi como un desarrollo detallado sobre la
existencia de diferentes matrices diagonales congruentes con una dada y la ley de inercia que implica la
indiferencia del estudio del signo de la matriz diagonal congruente elegida puede encontrarse en la
bibliografia complementaria: “Algebra Lineal para la Economia” de Sinesio Gutierrez, pag. 119-122.
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

(z)—z_}” =(2-A)(-1-4)-9=4-1-11
PUI=1 s 947 a
Los autovalores son:
,1=1+2J§=3'85>0
p(A)=42-1-11=0=
1-35 .
A= = -2'85<0

2

Dado que un autovalor es positivo y otro negativo podemos asegurar que la forma cuadratica y
la matriz dada es INDEFINIDA.

EJEMPLO 6. Estudiar el signo de la forma cuadratica
Q(X)=X"+y* +2° +2Xy +2xz+ 2yz

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

111
A=|1 1 1|
111
El polinomio caracteristico de la matriz es:
1-4 1 1
p(A)=| 1 1-12 1 |=1-2)°-2-31-1)=-1%+317
1 1 1-2
Los autovalores son:
A =3 (simple
(1) =-A°+31=0= (Simple)
A=0 (doble)

Dado que los autovalores son todos positivos y cero entonces la matriz es SEMIDEFINIDA
POSITIVA.

EJEMPLO 7. Estudiar el signo de la forma cuadréatica asociada a la matriz

-1 0 O
A=10 -3 1
0O 1 -3
El polinomio caracteristico de la matriz es:
-1-1 0 0
p(A)=| O -3-1 1 |=-A*-71*-141-8
0 1 -3-1

Los autovalores son:
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

A=-1
P(A)=-A>—TA°-144-8=0=41=-2
A=—4

Dado que todos los autovalores son negativos (no nulos) entonces la matriz es DEFINIDA
NEGATIVA.

3.2. Estudio del sigho mediante los menores principales.

Uno de los inconvenientes del método de autovalores es la necesidad de resolucién de
ecuaciones de grado superior a dos. Otro de los métodos para el estudio del signo de formas
cuadraticas es el método de los menores principales. Los célculos de este método se reducen
al célculo de determinantes, si bien tiene el inconveniente de no dar respuesta a todos los

casos.

DEFINICION 4.  (Menores Principales de una matriz cuadrada) Dada una matriz cuadrada de
orden n, se denominan menores principales de la matriz a los determinantes de las
submatrices formadas por los elementos comunes de las primeras filas y las primeras
columnas de la matriz

Sea la matriz siguiente:

a,
a2n
A= aSn
aln a‘2n a3n ann
Menor de orden uno: A =a,;
Menor de orden dos: A, = G A
alZ a22
a, &, a3
Menor de orden tres: A, =|a,, a,, ay
Az A3 A
a, a, - &,
a ... a
Menor de orden n: A :|A| = a_lz z 2n
a‘ln a‘2n a'nn
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Tema 6. Formas cuadraticas reales

PROPIEDAD 8. (METODO DE LOS MENORES PRINCIPALES): Dada la forma cuadratica

definida por una matriz simétrica A

a, &, - 4,
— a a -1 %
QX)) =X"A-X =(X,...X,)| = Z . 2n
Xn
ain aZn a‘nn

se verifica que:
a) Todos los menores principales de la matriz son positivos (no nulos) < Q(Y) es Definida
Positiva
A>0A >0,..,A >0=Q(X) esD.P.
b) Los menores principales de la matriz alternan de signo comenzando por negativo (y no
nulos) < Q(X) es Definida Negativa
A <0,A, >0,A, <0,...< Q(X) esD.N.
c) Sitodos los menores principales de la matriz son positivos (no nulos) excepto el ultimo que
sea cero = Q(X) es Semidefinida Positiva
si A>0,A >0,.,A ;>0,A =0=Q(X) es S.D.P.
d) Silos menores principales de la matriz alternan de sigho comenzando por negativo (y no
nulos) excepto el ultimo que sea nulo = Q(Y) es Semidefinida Negativa
Ssi A <0,A >0,A<0,.., A =0=Q(X) es S.D.N.
e) Si el ultimo menor es distinto de cero y la forma cuadratica no es Definida (positiva o
negativa) = Q(X) es Indefinida
Si A, =0 yesfalso a) y b) = Q(X) es Indefinida
f)  Si el Gltimo menor es cero, los demés menores son no nulos y la forma cuadratica no es

Semidefinida (positiva o negativa) = Q(X) es Indefinida

Si A,=0,A=0(i=1..n-1) yesfalsoc)yd)= Q(X) es Indefinida’

EJEMPLO 8. Estudiar el signo de la siguiente forma cuadrética
Q(X,Y,z) = x> +4y> +37% —2xy + 2xz — 4yz

Determinemos la matriz simétrica que define la forma cuadratica:

" Obsérvese que no siempre decide el método de los menores principales. Por ejemplo si el Gltimo menor
es nulo y algun otro menor tambien es nulo, en este caso no podriamos determinar el signo de la forma
cuadratica mediante el método de los menores principales. Si bien el método de los autovalores si nos
permite determinar el signo de cualquier forma cuadratica.
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1 -1 1)\(x
Q(X! Y, Z) = (X! Y, Z) -1 4 —2 y
1 -2 3 )\z

Calculemos los tres menores principales de la matriz:

. 1 -1 1
A =1>0 A2=‘1 4J"=3>0 A=-1 4 -2/=5>0
1 -2 3

Dado que los tres menores principales son positivos (distintos de cero) entonces la forma
cuadratica es DEFINIDA POSITIVA

-1 1 1
EJEMPLO 9. Estudiar el signo de lamatriz A=| 1 -2 2
1 2 -10

Determinemos el signo la matriz calculando los tres menores principales:

11 -1 1 1
A=-1<0 Azz‘l 2‘:1>0 A=l1 -2 2|=0
1 2 -10

Dado que los menores alternan de signo empezando por negativo (A <0) y ademas el tltimo

menor es cero se verifica que la matriz es SEMIDEFINIDA NEGATIVA.

EJEMPLO 10. Estudiar el signo de la siguiente forma cuadratica
Q(X,Y,z,t) = x> —2y? —32% +3t> + 2xy + 8xt + 4yz + 27t

Determinemos la matriz simétrica que define la forma cuadratica:

1 1 0 4
1 -2 2 0
0 2 31
4 0 1 3
Calculemos el signo de los cuatro menores principales:
A=1>0 Az—1 L =-3<0
= =l 5=
1 0
1 1 O
A=l -2 2|=5>0 A4—l 22 0 g0
- - o 2 -3 1]
0 2 -3
4 1
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Podemos observar que no se verifican los casos a) ni b) y ademas el determinante de la matriz

es no nulo. Por lo tanto podemos asegurar segun apartado €) que la matriz es INDEFINIDA®

8 Los menores principales alternan de signo pero no comienza por negativo (A1 > 0) por tanto la matriz
no es definida negativa.

Mateméticas para la Computacion y Servicios. Grado en Ciencia, Gestion e Ingenieria de Servicios 13



